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1. ×èñëà è öèôðû

(a) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
S(x) + S(y) = x,

x+ y + S(z) = z,

S(x) + S(y) + S(y) = y − 4,

ãäå x, y, z � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è S(x), S(y), S(z) � ÷èñëî öèôð â äåñÿòè÷íîé
çàïèñè x, y, z ñîîòâåòñòâåííî.

(b) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è. Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé � ðàñ-
ñìîòðåòü çàïèñü â ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ïî äðóãèì îñíîâàíèÿì.

2. Îöåíêà â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå

(a) Ïóñòü O � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ äëèíîé ñòîðîíû
a. Ïðÿìûå OA, OB è OC ïåðåñåêàþò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ A1, B1, C1

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

|OA1|+ |OB1|+ |OC1| < a

(b) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è. Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé � ïîëó-
÷èòü êàêèå-íèáóäü îöåíêè, èñïîëüçóÿ ïîõîæèå ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè.

3. Íàèáîëüøåå ÷èñëî íàáîðà

(a) Ïóñòü n ≥ 2 è x1, x2, . . . , xn � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî x1+x2+. . .+xn ≥ 0
è x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n = 1. Ïóñòü M = max(x1, x2, . . . , xn). Äîêàæèòå, ÷òî

M ≥ 1√
n(n− 1)

è îïðåäåëèòå, â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

(b) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.
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4. Ôóíêöèè öåëîãî àðãóìåíòà

(a) Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
{0, 1, 2, . . .} è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

f(2x) = 2f(x), f(4x+ 1) = 4f(x) + 3, f(4x− 1) = 2f(2x− 1)− 1

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïàðû àðãóìåíòîâ (x; y) âûïîëíÿåòñÿ f(x) =
f(y), òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî x = y.

(b) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è. Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé � ðàñ-
ñìîòðåòü äðóãîé íàáîð óñëîâèé íà f(x).

5. Êóáû è êâàäðàòû

(a) Ðàçíîñòü äâóõ öåëûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ êóáàìè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì n2, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî n ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

(b) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

6. Êâàäðàòû íà ïëîñêîñòè

(a) Ïóñòü A � íàáîð êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàäðàòîâ íà öåëî÷èñëåííîé êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè Z× Z, âåðøèíû ýòèõ êâàäðàòîâ èìåþò êîîðäèíàòû
(m,n), (m+1, n), (m,n+1), (m+1, n+1) äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ m,n. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð B, âõîäÿùèé â íàáîð A, è ñîäåðæàùèé íå ìåíåå 1
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÷èñëà êâàäðàòîâ â A, òàêîé, ÷òî íèêàêèå äâà êâàäðàòîà èç B íå èìåþò îáùåé
âåðøèíû.

(b) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

• Ðåøåíèÿ çàäà÷ íåîáõîäèìî íàïèñàòü íà áóìàãå, ñêàíèðîâàòü è îòïðàâèòü íå ïîçä-

íåå 20 äåêàáðÿ 2020 ã íà e-mail kon�nt@yandex.ru

• Âîïðîñû ïî óñëîâèÿì çàäà÷ ìîæíî çàäàòü ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå ïî óêàçàííîìó

âûøå àäðåñó.

• Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êîìàíäû-ó÷àñòíèêè òóðíèðà ðåøàò âñå çàäà÷è, òåì

íå ìåíåå, ÷åì áîëüøå çàäà÷ âûïîëíåíî, òåì âûøå ðåéòèíã êîìàíäû. Èìååò ñìûñë

îòïðàâèòü âñå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû ÷àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå.

• Ïðåäëîæåííûå çàäà÷è òðåáóþò âíèìàòåëüíîãî àíàëèçà óñëîâèÿ, â ýòîì ñìûñëå

îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èññëåäîâàòåëüñêèå. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî ïóíêòà

êàæäîãî çàäàíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü åùå êàêîé-íèáóäü ñëó÷àé èëè ïðåäëî-

æèòü îáîáùàþùóþ ôîðìóëèðîâêó, æåëàòåëüíî, ñ ïîñëåäóþùèì äîêàçàòåëüñòâîì.

Íàëè÷èå îáîáùåíèÿ çàäà÷è óñèëèâàåò ðåçóëüòàò.
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